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MotivaciónMotivaciónMotivaciónMotivación

H  h h   i   l  h  did   Hemos hecho un experimento en el que hemos medido una 
magnitud Y y hemos encontrado que depende de una magnitud X

Ejemplo: hemos medido la diferencia de potencial V entre los 
extremos de una barra de cobre en función de la intensidad de 
corriente I que circula por la barra.

La corriente I está impuesta por nosotros, es decir, podemos elegir p p , , p g
cuánto vale. Hace las veces de magnitud X y la llamamos variable 
independiente.

La diferencia de potencial V no la podemos controlar, simplemente la 
medimos. Hace las veces de magnitud Y y la llamamos variable 
i d di tindependiente.



Tabla de ejemploTabla de ejemploTabla de ejemploTabla de ejemplo

Estos datos se importan ejecutando el script: ImportarTB



Ajuste linealAjuste linealAjuste linealAjuste lineal
Para nuestro experimento, tenemos que tener un modelo Para nuestro experimento, tenemos que tener un modelo 
y=f(x,a1,a2,..,aN) que describe como depende la variable Y de la 
variable X

En nuestro caso, el modelo es: IRV =

luego: 1221 ),;( axaaaxf += 1221

Y hacemos las identificaciones Ix → Vy → Ra →2

Esperamos que a sea próximo al valor real R de la resistencia 

Y hacemos las identificaciones Ix → Vy → Ra →2

Esperamos que a2 sea próximo al valor real Rtrue de la resistencia 
de la barra y que a1 sea próximo a cero.



Ejemplo de ajuste linealEjemplo de ajuste linealEjemplo de ajuste linealEjemplo de ajuste lineal
Supongamos que representamos los datos del primer experimento.

V1=V(1 :);V1=V(1,:);

V1=V1’; plot(I,V1,’o’);

Los resultados se aproximan bastante a una recta.



El menú “Basic El menú “Basic FittingFitting””El menú Basic El menú Basic FittingFitting
Podemos ajustar una recta a los datos desde el menú Tools/Basic 
Fitting…



El menú “Basic El menú “Basic fittingfitting””El menú Basic El menú Basic fittingfitting
Y seleccionando la opción “linear”



ResiduosResiduosResiduosResiduos
Hay que definir una función mérito que mida el acuerdo entre los 
datos experimentales y la función que queremos ajustar. 

Como los puntos no están perfectamente alineados en una recta, p p ,
si proponemos una recta cualquiera, habrá cierta distancia en 
vertical di  entre cada punto i y la recta que hemos propuesto.
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Visualización de los residuosVisualización de los residuosVisualización de los residuosVisualización de los residuos
Una vez resueltas estas ecuaciones (que Matlab hace por nosotros), 
Matlab nos proporciona:Matlab nos proporciona:

Los Los 
coeficientes.

Los residuos.
La raíz cuadrada de la suma de La raíz cuadrada de la suma de 
los cuadrados de los residuos (o 
norma de los residuos)



Exportar los resultadosExportar los resultadosExportar los resultadosExportar los resultados
Para grabar los resultados en el espacio de trabajo, se pica en el 
b tó  “S t k ”   d  l  b     l  botón “Save to workspace” y se dan los nombres que queremos a las 
variables que se exportan.



¿Qué resultados se exportan?¿Qué resultados se exportan?¿Qué resultados se exportan?¿Qué resultados se exportan?

• Una estructura que contiene el tipo de ajuste y los coeficientesUna estructura que contiene el tipo de ajuste y los coeficientes.

• Una variable con la norma de los residuos

• Un vector con los valores de los residuos.

Estas variables aparecen en el espacio de trabajo (workspace) de 
Matlab cuando picamos en OK.



EjemploEjemploEjemploEjemplo

A í t  l   d  l  Aquí muestro los campos de la 
estructura fit. Dentro de unas 
transparencias veremos qué es una 
estructura.



La función La función polyfitpolyfitLa función La función polyfitpolyfit
Si queremos hacer esta cuenta por línea de comando o en un Si queremos hacer esta cuenta por línea de comando o en un 
programa, podemos usar la función polyfit.

[p S]  polyfit(x y n)[p S] = polyfit(x,y,n)

Parámetros de entrada:
x: Vector con los valores de la variable independiente.
y: Vector con los valores de la variable dependientey: Vector con los valores de la variable dependiente.
n: orden del polinomio que se ajusta.

P á t  d  lidParámetros de salida:
p: vector con los valores de los parámetros resultantes del ajuste.
S: Estructura que contiene otros resultados del ajuste.

Ejemplo: teclead [p S] = polyfit(I,V1,1)



EjemploEjemploEjemploEjemplo

A í t  l   d  l  Aquí muestro los campos de la 
estructura S que devuelve polyfit



Estructuras de datosEstructuras de datosEstructuras de datosEstructuras de datos

Una estructura es un tipo especial de contenedor de datos que Una estructura es un tipo especial de contenedor de datos que 
alberga varios campos.

Cada campo puede contener datos de una naturaleza diferente

Su símbolo en Matlab es:

Cada campo puede contener datos de una naturaleza diferente.

A cada campo se accede escribiendo: Nombre-Estructura.Campop p

Por ejemplo, en el caso de la estructura S que devuelve polyfit

S.R da la matriz R que resulta de la descomposión QR de la matriz de 
diseño del problema.

S.normr da la norma de los residuos

S df da el número de puntos menos el número de parámetros S.df da el número de puntos menos el número de parámetros 
del ajuste (df= número de grados de libertad)



El coeficiente de correlaciónEl coeficiente de correlaciónEl coeficiente de correlaciónEl coeficiente de correlación
Tenemos que evaluar cómo de bueno es el ajuste. Para ello se define el 
coeficiente de correlación r (también llamado coeficiente de Pearson) 
como: 
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Si r=+/-1, los datos se ajustan a una recta.

i ó i l d jSi r es próximo a cero los datos no se ajustan a una recta.



Cálculo de rCálculo de rCálculo de rCálculo de r

En Matlab se calcula mediante la función Cr=corrcoef(x,y)En Matlab se calcula mediante la función Cr corrcoef(x,y)

Parámetros de entrada: un vector x con los valores de la variable 
independiente y un vector y con los valores de la variable dependienteindependiente y un vector y con los valores de la variable dependiente.
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Ejemplo: escribid corrcoef(I,V1)



Ajuste por mínimos cuadradosAjuste por mínimos cuadradosAjuste por mínimos cuadradosAjuste por mínimos cuadrados
La forma de encontrar la recta de mejor ajuste es encontrar los 
valores de a2 y a1 que minimizan la suma de los cuadrados de los 
residuos. 
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Ecuaciones normalesEcuaciones normalesEcuaciones normalesEcuaciones normales
Nos queda:
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A estas ecuaciones se las llama ecuaciones normales del ajuste. se 
suelen escribir de la forma. 
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En forma matricial:
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Solución de las Solución de las ecec. normales. normalesSolución de las Solución de las ecec. normales. normales
Y su solución es:
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Y en forma matricial:
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IMPORTANTE: Ni la matriz S ni la matriz C no dependen de 
y1,y2,…,yN , porque en la matriz S sólo aparecen sumas de 
potencias de x x xpotencias de x1,x2,…,xN.



Solución seguida por Solución seguida por MatlabMatlabg pg p
Volvamos al ajuste lineal. Las ecuaciones de la que lo obtuvimos son:
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h h h h id i l l dLo que he hecho ha sido simplemente separar por un lado 
las sumas que sólo contienen x’s y las que contienen algún 
valor d las y’s.y



Ecuaciones en forma matricialEcuaciones en forma matricialEcuaciones en forma matricialEcuaciones en forma matricial
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La matriz de diseñoLa matriz de diseñoLa matriz de diseñoLa matriz de diseño
Y ambas ecuaciones se pueden combinar como:
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V: matriz NxM llamada matriz de diseño del ajuste. M: número 
de parámetros. N: número de puntos.

Y: vector columna con los valores de la variable independiente

A: vector columna con los parámetros del ajusteA: vector columna con los parámetros del ajuste.



¿Por qué calcular de esta forma?¿Por qué calcular de esta forma?¿Por qué calcular de esta forma?¿Por qué calcular de esta forma?
Supongamos que ahora quiero ajustar N pares de datos experimentales 

12
2

3321 );( axaxaaaaxf ++=

por un polinomio de segundo orden: 

123321 ),,;( axaxaaaaxf ++

Repitiendo el procedimiento llego a un sistema de ecuaciones parecido
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Puedo usar este procedimiento para polinomios de cualquier 
orden haciendo crecer la matriz de diseño hasta la potencia orden haciendo crecer la matriz de diseño hasta la potencia 
que desee.



Ajuste Ajuste polinómicopolinómicoAjuste Ajuste polinómicopolinómico

En general, para ajustar por un polinomio de grado M-1:En general, para ajustar por un polinomio de grado M 1:

Traspuesta de la Matriz de diseño p
matriz de diseño 

(MxN)
(NXM). Solo 

aparecen las x’s

( ) ( ) ( ) AxVxVYxV ii
t

i
t ⋅⋅=⋅

Vector columna con M Vector columna con N 
componentes con los 

coeficientes
componentes con sumas 
donde aparecen x’s e y’s

N es el número de puntos

M es el número de parámetros.



Ajuste lineal generalizadoAjuste lineal generalizadoAjuste lineal generalizadoAjuste lineal generalizado
Supongamos que ahora quiero ajustar los datos por

)()(),;( 2121 xhaxgaaaxf +=

Donde g(x),h(x) y w(x) son funciones conocidas que 
dependen exclusivamente de x.

Repitiendo el procedimiento llego al sistema de ecuaciones:
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Esta ecuación algebraica tiene la misma forma que hemos visto 

( ) ( ) ( ) AxVxVYxV ii
t

i
t ⋅⋅=⋅

Esta ecuación algebraica tiene la misma forma que hemos visto 
antes, aunque la matriz de diseño de calcula de forma diferente.



Descomposición QDescomposición Q--RRDescomposición QDescomposición Q RR

Siempre se puede descomponer la  matriz de diseño en la forma:Siempre se puede descomponer la  matriz de diseño en la forma:

RQV ⋅=Matriz  de 
Matriz MXM con 

elementos distintos de RQV
diseño (NXM)

elementos distintos de 
cero sólo por encima de 

la diagonal principalMatriz NXM Matriz NXM 
ortogonal

1=⋅QQtQue la matriz Q sea ortogonal significa que:

La función de Matlab que hace esta descomposición es

[Q R]=qr(V)[Q R]=qr(V)

Esta es la matriz R que aparece en la estructura S que q p q
devuelve polyfit.



Obtención de los parámetrosObtención de los parámetrosObtención de los parámetrosObtención de los parámetros
La ecuación que tenemos que resolver es 

AVVYV tt ⋅⋅=⋅

( ) ( ) ( ) ARRARQQRYQR ttttt ⋅⋅=⋅⋅⋅⋅=⋅⋅( ) ( ) ( ) ARRARQQRYQR

Sacando factor común Rt: 

( )tt t

Sacando factor común Rt: 

( ) 0=⋅−⋅⋅ ARYQR tt 0=⋅−⋅ ARYQt

YQRA t ⋅⋅= −1
A: Vector columna 
con M componentes 
que son los valores 

Solución: Q que son los valores 
de los coeficientes



El algoritmo de El algoritmo de polyfitpolyfitEl algoritmo de El algoritmo de polyfitpolyfit
Este es el procedimiento que usa la función polyfit(x,y,n)

Escribe x,y como vectores columna

Construye la 
matriz de 
diseño

Resuelve las 
ecuacionesecuaciones.



¿Eso es todo?¿Eso es todo?¿Eso es todo?¿Eso es todo?
Un buen trabajo de ajuste debe proporcionar:

1) Los valores óptimos de los parámetros de ajuste.

En las transparencias anteriores hemos resuelto este punto.

2) Una medida de la bondad del ajuste, es decir, ¿describe 
nuestro modelo los datos experimentales?p

Hemos resuelto este punto sólo para la regresión lineal, 
di t  l fi i t  d  l ió

3) La incertidumbre en los valores óptimos

mediante el coeficiente de correlación.

3) La incertidumbre en los valores óptimos.

Este punto nos queda por resolver.p q p



Incertidumbre en los parámetrosIncertidumbre en los parámetrosIncertidumbre en los parámetrosIncertidumbre en los parámetros

Retomamos el ajuste lineal: );( axaaaxf +=Retomamos el ajuste lineal:
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1Sabemos que  usando las 
ecuaciones normales a1 y a2 se 
encuentran de: ⎠⎝⎠⎝⎠⎝ xy22212

Suponemos que: 

encuentran de:

Suponemos que: 

• x1,x2,…,xN se conocen sin ningún tipo de incertidumbre, pero que 
manteniendo un valor de x, si se repite la medida de y se obtienen 

ó ívalores con una cierta distribución estadística.

• Para un x fijo, la distribución diferencial de los valores de y es una 
gausiana con desviación estándar σ(y)gausiana con desviación estándar σ(y)

• La desviación estándar σ(y) es independiente de los valores de x.



EjemploEjemploEjemploEjemplo
Si tenemos en cuenta todos los experimentos en los que se ha 

did  l  íd  d  t i l V  f ió  d  l  i t id d I  l  medido la caída de potencial V en función de la intensidad I en la 
barra de cobre, resulta que para un voltaje fijo el potencial que se 
mide tiene una distribución estadística. 

Como vemos en el 
ejemplo, los valores  
de la variable 
independiente del 
voltaje no tienen por 
qué seguir una 
distribución gausiana. 
Sin embargo, 
normalmente se 

   ísupone que es así.



Incertidumbre en Incertidumbre en aa1 1 (I)(I)Incertidumbre en Incertidumbre en aa1 1 (I)(I)

SCSCa +=Puesto que:
xyy SCSCa 12111 +=

Si consideremos que a1 es función de y1,y2,…,yN, la fórmula de 
propagación de errores nos dice:
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Incertidumbre en Incertidumbre en aa1 1 (II)(II)Incertidumbre en Incertidumbre en aa1 1 (II)(II)
Sustituyendo llegamos a:
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Y como todas las σ(yj) son iguales a σ(y)
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1 2)()( ++=σσSacando  C11 y C12
factores comunes
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1 )()( +++=σσUsando que 
C = S-1

22 )()( Cya σσ =Resultado: 111 )()( Cya σσ =Resultado:



Matriz de covarianciasMatriz de covarianciasMatriz de covarianciasMatriz de covariancias

En general, si hacemos un ajuste del tipo:

12
1

21 ...),...,,;( axaxaaaaxf M
MM +++= −

jjj Cya 22 )()( σσ =

l 1 l ll i d i iA la matriz C=S-1 se la llama matriz de covariancias.

Pero polyfit(x y n) nos devuelve la matriz R  ¿Qué Pero polyfit(x,y,n) nos devuelve la matriz R. ¿Qué 
hacemos para hallar C?



Cálculo de la matriz de covarianciasCálculo de la matriz de covarianciasCálculo de la matriz de covarianciasCálculo de la matriz de covariancias
Comparando los dos procedimientos:
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Cálculo de la matriz de covarianciasCálculo de la matriz de covarianciasCálculo de la matriz de covarianciasCálculo de la matriz de covariancias
Como sabemos que:

VV t ⋅=S RQV ⋅=Q
Sustituyendo:

RRRQQR ttt ⋅=⋅⋅⋅=S

( ) ( )tt RRRRC 1111 −−−− ⋅=⋅== S ( ) ( )
Y de esta forma encontramos la matriz de covarianzas. Por 
eso polyfit(x,y,n) sólo devuelve la matriz R.

Recuerda que la inversa T de una matriz R se calcula como Recuerda que la inversa T de una matriz R se calcula como 
T=inv(R).



Estimación de la incertidumbre de Estimación de la incertidumbre de 
los parámetros.los parámetros.

¿Qué hacer si no conocemos σ(y)?. Puede demostrase que:

MN
NormaCa jjj ≈

2
2)(σ

MNjjj −

N: número de puntos experimentales

M: número de parámetrosM: número de parámetros

N-M: número de grados de libertad

∑=
N

i
idNorma

1

22 cuadrado de la norma de los residuos
=i 1



Estimación de la incertidumbre de Estimación de la incertidumbre de 
la variable dependiente.la variable dependiente.

Supongamos que hemos hecho un ajuste:

12
2

3321 );( axaxaaaaxfy ++== 123321 ),,;( axaxaaaaxfy ++
Y queremos evaluar el valor predicho para la variable y en un valor 
xo con su grado de incertidumbre. Para ello usamos la función:

[yo,delta] = polyval(p,xo,S)

o g

Parámetros de entrada:
p: vector con los coeficientes del ajuste.
xo: valor de la variable independiente donde evaluamos el ajuste.
S: estructura devuelta por la función polyfit.

Parámetros de salida:
yo: valor predicho para la variable dependiente.
delta: intervalo de confianza para yo. El 50% de los valores 
experimentales para la variable independiente estará dentro de experimentales para la variable independiente estará dentro de 
(yo-delta,yo+delta).



Bondad del ajusteBondad del ajusteBondad del ajusteBondad del ajuste
Para el caso general, podemos dar la bondad del ajuste calculando:
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La probabilidad de haber obtener por azar un valor de χ2 igual o 
menor al que hemos obtenido es:

)(yσ

menor al que hemos obtenido es:
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gammainc: función gamma incompleta.

N: número de puntos experimentalesN: número de puntos experimentales

M: número de parámetros de ajuste

ν=N-M: número de grados de libertad.



Interpretación de la bondad del Interpretación de la bondad del 
ajusteajuste

P es la probabilidad de que, suponiendo que  los valores de los 
parámetros a1,a2,…,aM son correctos, los puntos (xj,yj) se ajusten 
por azar a la curva predicha por ellos teniendo en cuenta que los por azar a la curva predicha por ellos teniendo en cuenta que los 
yj tienen una distribución de anchura dada por σ(y). 

P  t t  l  b bilid d d   l j t    d b  l Por tanto, la probabilidad de que el ajuste no se deba al 
azar viene dada por:
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Resumen: Q bajo: mal ajuste. Q alto: buen ajuste


