Fundamentos de lógica borrosa
   INTRODUCCIÓN.

La denominada lógica borrosa (fuzzy logic) permite tratar información imprecisa, como estatura media, temperatura baja o mucha fuerza, en términos de  conjuntos borrosos o difusos (imprecisos, en definitiva). Estos  conjuntos  se combinan en reglas para definir acciones, como ejemplo, Si la temperatura es alta entonces enfría mucho. De esta manera, los sistemas de control basados en lógica borrosa combinan unas variables de entrada (definidas en términos de conjuntos borrosos), por medio de grupos de reglas que producen  uno o varios valores.
DEFINICIÓN.

La lógica borrosa es una rama de la inteligencia artificial que permite tratar con modos de razonamiento imprecisos. Es, en cierto modo, una extensión de la lógica multivaluada. Sus principios fueron establecidos por Lofti Zadeh,( profesor de Ingeniería Eléctrica en la universidad de California en Berkeley) a partir de los denominados conjuntos borrosos. Con la lógica borrosa, a diferencia de la clásica, es posible modelar los modos imprecisos de razonamiento que juegan un papel esencial en la habilidad del ser humano de tomar decisiones racionales en un entorno de incertidumbre e imprecisión.

UNIVERSO DEL DISCURSO.

Conjunto universal con respecto al cual se define el conjunto. Se representa con la letra mayúscula U.

CONJUNTOS BORROSO.

En los conjuntos clásicos algo está incluido completamente en él o no lo está en absoluto.

Los conjuntos borrosos permiten describir el grado de pertenencia o inclusión de un objeto al concepto representado por el conjunto. Este grado de pertenencia esta dado por una función llamada función de membresía. Por lo general este grado de partencia es un número en el intervalo [0,1], donde el cero representa no pertenencia, y el uno pertenencia absoluta. Formalmente un conjunto borroso se representa de la siguiente forma.

Donde:

A: es el nombre del conjunto. Puede ser cualquier letra mayúscula.

: es la función de membresía del conjunto.

U: Universo del discurso.

POPIEDADES DE LOS CONJUNTOS BORROSOS.

Las leyes y propiedades que cumplen los conjuntos clásicos no siempre se cumplen en el caso de los conjuntos borrosos.  A continuación se analizará qué leyes verifican los conjuntos borrosos y cuales no.

1.
Propiedad conmutativa: Siempre se verifica, debido a que las t-normas y las t-conormas son conmutativas por definición.

2.
Propiedad asociativa: : Siempre se verifica, debido a que las t-normas y las t-conormas son asociativas conmutativas por definición

3.
Leyes de idempotencia: se cumplen si se elige el mínimo y el máximo como operadores para la intersección y la unión respectivamente. Pero si se escoge por ejemplo el producto algebraico y la suma algebraica no se cumple.

4.
Leyes de absorción: se cumplen si se elige el mínimo y el máximo como operadores para la intersección y la unión respectivamente.  Con otras normas no ocurre necesariamente lo mismo  

5.
Propiedad distributiva: se cumplen si se elige el mínimo y el máximo como operadores para la intersección y la unión respectivamente.  Con otras normas no ocurre necesariamente lo mismo.

6.
Propiedad de absorción e identidad: siempre se cumplen por la última propiedad de t-norma y t-conorma.

7.
Involución del complemento: se cumple si el operador elegido es el estándar.

8.
Leyes de Morgan: Se garantiza su cumplimiento si  la t-norma y la s-norma elegidas, derivan una de la otra. Es decir 

9.
Leyes complementarias: no se cumplen. Es quizás la consecuencia más clara de introducir la borrosidad a los conjuntos.

FUNCIÓN DE MEMBRESIA.

También llamada función de inclusión.

La función de membresía se de tal modo que  grado con el que un elemento  pertenece al conjunto borroso A. Cuando  el elemento no pertenece al conjunto, y si   pertenece totalmente.

A continuación se presentan las funciones de membresía más comunes:

·
Tipo triangular: 

Una función de pertenencia triangular se determina a través de tres parámetros (a, b, c) de la siguiente manera:

Los parámetros a, b, c determinan los tres ángulos de la función de pertenencia triangular, con  .

·
Tipo trapezoidal:

La función de pertenencia trapezoidal se determina por cuatro parámetros (a, b, c, d) de la siguiente manera:

Los parámetros (a, b, c, d) determinan las coordenadas de los cuatro ángulos de la función de pertenencia trapezoidal, con   

·
Tipo S.

La función de pertenencia S  se determina por tres  parámetros (a, b, c) de la siguiente manera:

·
Tipo S invertida.

La función de pertenencia S invertida  se determina por tres  parámetros (a, b, c) de la siguiente manera:

·
Tipo pi.

La función de pertenencia Pi   se determina por tres  parámetros (b, c) de la siguiente manera:

b representa el ancho de la campana y c el centro.

·
Tipo singleton.

La función de pertenencia S invertida  se determina por tres  parámetros (a) de la siguiente manera:

VARIABLE LINGÜÍSTICA.

Es aquella que puede tomar por valor términos del lenguaje natural. Mas formalmente, una variable lingüística se define por la tupla, (A, T(A), X, G, M) donde:

·
A        representa el nombre de la variable.

·
T(A)   conjunto de términos lingüísticos de A.

·
X        es el universo de discurso de la variable A.

·
G        regla sintáctica  para general los términos lingüísticos.

·
M        es una regla semántica que asigna a cada termino lingüístico t su significado M (t), que es un conjunto                       borroso en A.

Ejemplo: Temperatura puede considerarse como una variable lingüística, de modo que:

·
A   es Temperatura.

·
T(Temperatura)  es el conjunto de todos los terminos que pueden hacer referencia a temperatura como BAJA,                                                           MEDIA y ALTA entre otros.

El universo del discurso  U va desde 0 hasta 100 grados centigrados.

Ver figura 1.

Figura 1.
OPERACIONES ENTRE CONJUNTOS BORROSOS.

Las tres operaciones básicas definidas sobre los conjuntos clásicos (complemento, intersección y unión) pueden ser generalizadas a los conjuntos borrosos. Dentro la teoría de los conjuntos borrosos tiene especial relevancia la que hace  uso de operaciones conocidas como operaciones estándar, definidas como:

Intersección:     



Unión:        



Complemento:      
.

No ostante esta no es la única forma posible de definir estas operaciones. Diferentes funciones pueden ser apropiadas para representarlas en diferentes contextos. En la figura 2 se puede ver la representación gráfica de estas operaciones.

Figura 2.

7.1
COMPLEMENTO BORROSO.

Dado un conjunto borroso , se define su complemento como el conjunto borroso A cuya función de pertenencia viene dada por la expresión 

Donde C(x) es una función que debe cumplir las siguientes propiedades:

1.
 Condiciones de contorno: C(0)=1, C(1)=0.

2.
Monotonía: para todo   si   entonces  

La función C(x) es conocida por algunos autores como c-norma.

En la mayoría de los casos, es deseable considerar algunos requerimientos adicionales para estas funciones.

3.
C(x) es una función continua.

4.
C(x) es involutiva lo que significa que C(C(a))=a 

Existen muchas funciones que cumplen las propiedades antes descritas, algunas de estas son:

Estándar
C(x)=1-x 

  Sugeno


Yager


7.2
INTERSECCIÓN BORROSA: t-norma

Dados dos conjuntos borrosos A y  B, definidos sobre un mismo universo del discurso U, se define su intersección como un conjunto borroso 

 cuya función de pertenencia viene dada por la expresión.

Donde la función T(x,y) es una norma triangular o t-norma. Una t-norma es una ampliación T que verifica las siguientes propiedades:

1.
Conmutativa: 



2.
Asociativa:    



3.
Monotonía:

   y   entonces 

4.
Elemento absorbente: 

5.
Elemento neutro: 


Existen muchas funciones que cumplen estas propiedades, por lo tanto pueden ser usadas para representar la intersección entre conjuntos borrosos. Algunas de estas son:

Estándar


Diferencia acotada


Producto algebraico
T(x,y)=x.y

En ocasiones es necesario restringir la posible t-norma considerando tres requerimientos adicionales.

1.
Continuidad: T  es una función continua.

2.
Subidenpotencia: T(x, x) <x.

3.
Monotonía estricta: a1<a2 y b1<b2 implica T(a1,b1)<T(a2,b2).

Es habitual encontrar en la bibliografía la intersección de dos conjuntos borrosos expresada como  

Donde  representa el minino (Inserción estándar).

7.3
UNIÓN BORROSA: t-conorma

Dados dos conjuntos borrosos A y  B, definidos sobre un mismo universo del discurso U, se define su unión  como un conjunto borroso  cuya función de pertenencia viene dada por la expresión.

Donde la función S(x,y) es una conorma triangular, también llamada t-conorma o s-norma. Es una aplicación  que satisface los siguientes requisitos:

Conmutativa


Asociativa


Monotonía
y  entonces

Elemento absorbente


Elemento neutro


Existe un gran número de funciones que cumplen con estas propiedades, por lo cual se pueden utilizar para representar la Unión borrosa. Algunas de estas  son:

 Estándar


Suma Acotada


 Suma Algebraica


En ocasiones es necesario restringir la posible t-conorma considerando tres requerimientos adiciónales.

4.
Continuidad: S es una función continua.

5.
Subidenpotencia: S(x, x) > x.

6.
Monotonía estricta: a1<a2 y b1<b2 implica S(a1,b1)<S(a2,b2).

Es común habitual encontrar en la bibliografía la unión de dos conjuntos borrosos expresada como

Donde  representa el máximo (Unión Inserción estándar).
