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SISALTO



Lukul

Matemaattisia esitietoja

1.1 Lineaariset suotimet ja konvoluutio

Useita tarkeitd kuvamuunnoksia voidaan tehdd saman yksinkertaisen mallin avul-
la. Aluksi konstruoidaan uusi taulukko, joka on samankokoinen kuin kisiteltava
pikselikuva. Uuden taulukon alkion arvoksi asetetaan painotettu summa késitel-
tdvin kuvan vastinpikselinaapuruston pikseliarvoista. Tdémidn naapuruston mii-
rdd suodinmaskin muoto ja koko. Yleensd maskin muoto on neli6 ja sen koko on
(2k+ 1) x (2k + 1) pikselid, missd k = 0, 1,... on tarkoitukseen soveltuva koko-
naislukuvakio. Mielikuvana voi ajatella suodinmaskia liikuteltavan pikseli pikse-
liltd yli kédsiteltdvan kuvan ja maskin keskipistettd vastaava tulospikselin arvo saa-
daan skaalaamalla maskia vastaavat pikseliarvot maskin painoilla ja summaamalla
ne yhteen. Huomaa: Téssi tapauksessa kédytetddn koko ajan kaikkia pikselinaapu-
rustoja kisiteltdessd samoja painokertoimia, jolloin prosessi on lineaarinen, eli
lopputulos kahden alkuperdisen kuvan summaa kisiteltdessd on sama asia kuin
jos summattaisiin erikseen késiteltyjen kuvien lopputulokset. Lisdksi vakioker-
toimella skaalatun alkuperdisen kuvan kisittelyn lopputulos saadaan yhtd hyvin
skaalaamalla samalla vakiolla alkuperiisestid kuvasta saatu lopputulos.

Erilaisia painokerroinjoukkoja kiyttden saadaan tietenkin erilaisia kuvanka-
sittelyoperaatioita. Painokertoimet voivat esimerkiksi olla arvoltaan suuria lahelld
suodinmaskin keskipistettd ja ne vaipuvat nopeasti nollaan etdidnnyttdessi keski-
pisteestd. Tillainen suodin voisi esimerkiksi mallittaa epidfokuksessa olevan lins-
sijirjestelmin aiheuttamaa kuvan sumenemista. Painokertoimia ei ole rajoitettu
positiivisiksi. Esimerkiksi erotusosaméérdd vastaavat, suodinmaskin alueella po-
sitiivisesta negatiivisiksi muuttuvat painokertoimet mallittavat matemaattista gra-
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6 LUKU I. MATEMAATTISIA ESITIETOJA

dienttioperaattoria, jota voi hyodyntdd esimerkiksi haluttaessa korostaa kisitel-
tavistd kuvasta kohtia joissa intensiteettivaihtelu on suurta. Tillaisia sovelluksia
ovat esimerkiksi erilaisten reunojen etsintd kuvasta.

Toinen tirked ominaisuus téllaisella mallilla on sen siirfoinvarianttius, joka
johtuu siitd, ettd lopputulospikselin arvo ei riipu sen paikasta kuvassa, vaan sen
kisiteltdvdn kuvan vastinpikselin naapurien arvoista. Jos tarkasteltava objekti liik-
kuu kuvasarjassa, liitkkuu sen suodatettu lopputulema vastaavalla tavalla lopputu-
loskuvasarjassa. Téllaiset ominaisuudet omaavaa muunnosta kutsutaan lineaari-
seksi suotimeksi. Lineaaristen suotimien matemaattiseen tarkasteluun kédytetddn
usein konvoluutioksi nimettyd matemaattista operaatiota.

1.1.1 Konvoluutio

Suodinmaskin painokertoimet midrdavit suotimen ytimen (eng. kernel), ja suoti-
men soveltamista ylld kuvatulla tavalla nimetidin yleensid konvoluutioksi. Syystd
joka selvidda myohemmin on luontevaa kirjoittaa prosessi matemaattiseksi kaavak-
si epdilmeiselld tavalla: Olkoon annettu suotimen ydin H. Ytimen H konvoluutio
kisiteltdvin kuvan F kanssa on lopputuloskuva R. Kuvan R i, j:nnen pikselin arvo
saadaan kaavasta

Ri,j :ZHifu,jvau,v- (1-1)
u,v
Téssd on tietoisesti viltetty kirjaamasta summausrajat. Sen sijaan oletetaan,
ettd summausalue on riittdvéan laaja huomioimaan kaikki ytimen nollasta poikkea-
vat arvot.

1.1.2 Esimerkki: silottaminen keskiarvoistamalla

Kuvilla on tyypillisesti se ominaisuus, ettd pikselin véri on samankaltainen sen
naapuripikselien virin kanssa. Joskus kuvaan on sitd otettaessa tullut jostakin
syystd kohinaa kuten satunnaisia "kuolleita"pikseleiti, tai pienid nollakeskiarvoi-
sia satunnaislukuja on jostakin teknisestd syystd summautunut pikseliarvoihin.
Tillaisissa tapauksissa on luontevaa yrittdd viahentdd kuvan héirioitd korvaamalla
jokaisen pikselin arvo sen naapuripikselien arvojen painotetulla keskiarvolla. Ta-
td prosessia kutsutaan kuvan silottamiseksi, engl. smoothing, tai sumeuttamiseksi,
engl. blurring.

Ensimméinen yritelmé silotusoperaation malliksi on kédyttdd normaalia arit-
meettista pikseliarvojen keskiarvoa yli kiinnitetyn suodinmaskialueen. Voimme
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esimerkiksi laskea keskiarvon kaikista 2k 4 1 x 2k 4 1 pikselisté tarkastelupikse-
lin ympdriltd. Késiteltidville kuvalle F timéd mééridi lopputuloksen

u=i+kv=j+k

R; F, 1.2

l7] 2k+12u;kv;k u,v- ( )

Tarkastelemalla huolellisesti summausrajat, huomataan ettd tami operaatio todel-

lakin vastaa kaavan (1.1) mukaista konvoluutiota, kunhan ytimen alkioiden arvok-
si asetetaan vakio 1/(2k+ 1)2.

Tama tapa on kuitenkin huono kuvan silottamiseen. Lopputulos ei vastaa epa-
fokuksessa olevan kameran ottamaa kuvaa. Syy on selvd. Oletetaan ettid 1dhto-
kuvan kaikki pikselit paitsi keskimmiinen on arvoltaan 0, ja keskimmiinen on
arvoltaan 1. Painottamaton keskiarvosuodatus tuottaa lopputuloksen, jossa kuvan
keskelld on harmaa nelid, mutta epifokuksessa oleva kamera ei toimi nidin. Ka-
meran linssit ovat yleensid ympyrdnmuotoisia, joten halutun silotusprosessin tulisi
muuttaa hyvin pieni kirkas valopiste ympyrinmuotoiseksi sumeaksi ldiskiksi joka
on keskeltd kirkas ja vaimenee siteen suuntaisesti mustaksi. Téllaiseksi silotusy-
timeksi valitaan hyvin usein Gaussin ydin.

1.1.3 Esimerkki: silottaminen Gaussin ytimella

Hyvi formaali matemaattinen malli edelld mainitulle "sumealle 1diskélle"on sym-
metrinen Gaussin ydin

1 x?+y?
Gc(xa)’):mexp <— 202 ) (1.3)

Téssd 6 on Gaussin ytimen keskihajonta ja yksikot ovat pikselien vilisid etdisyyk-
sid. Vakiotermi takaa sen, etti Gaussin ytimen integraali yli koko avaruuden R?
on yksi. Télld ytimelld on haluttuja ominaisuuksia:

e Jos keskihajonta on hyvin pieni (pienempi kuin yksi pikseli), on silotusvai-
kutus hyvin vihiinen koska painokertoimet keskipistettd lukuun ottamatta
ovat hyvin pienii.

e Suuremmalla keskihajonnalla ldhinaapuripisteet vaikuttava lopputulokseen
suuremmalla painoarvolla, jolloin keskiarvoistus johtaa ldhinaapurien sa-
mankaltaistumiseen. Tdméa on hyvi estimaatti pikselin arvolle, ja hiirioko-
hina poistuu suurelta osin kuvan lievin sumeutumisen kustannuksella.
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e Hyvin suuri keskihajonta johtaa tilanteeseen, jossa suurin osa yksityiskoh-
dista katoaa kohinan mukana.

Sovelluksia varten tiaytyy Gaussin ydin diskretoida. Tdma tapahtuu muodos-
tamalla diskreetti ydin konstruoimalla 2k + 1 x 2k + 1 -taulukko, jonka arvot ovat

1 (i—k=1)*+(j—k—1)
Hw‘ = 27{(52 exXp (— 2(52 . (14)

Keskihajonnan ¢ valinnalla on vaikutusta tarvittavaan taulukon kokoon k. Jos ¢
on liian pieni, on kdytdnnossi ainoastaan taulukon keskimmaéinen alkio nollasta
poikkeava. Jos ¢ puolestaan on suuri, tdytyy koon k olla riittdvédn suuri, jottei
vield kohtuullisen suuria painokertoimia leikkautuisi pois.

1.2 Siirtoinvariantit lineaariset systeemit

Useimmat kuvantamisjérjestelmit ja -systeemit kdyttdytyvit pitkilti siten, ettd
niilld on kolme tirkedd ominaisuutta:

e Superpositioperiaate: Oletetaan, ettd

R(f+g) =R(f)+R(g),
eli syotteiden summan vaste on erillisten vasteiden summa.

e Skaalautuvuus: Nollasyétteen vaste on nolla, ja skaalatun syétteen vaste
on skaalattu versio alkuperdisen syotteen vasteesta, eli

R(kf) = kR()-

Systeemi joka toteuttaa superpositioperiaatteen ja on skaalautuva on line-
aarinen.

e Siirtoinvarianttius: Siirtoinvariantissa systeemissd vaste siirrettyyn syot-
teeseen on alkuperdisen syotteen vasteen vastaava siirtymad. Kameran ta-
pauksessa tdmd tarkoittaa yksinkertaisesti esimerkiksi sitd, ettd jos keskel-
le kameran ndkokenttdd asetettu pieni valopiste nikyy kameran ottamassa
kuvassa keskelld kuvaa kirkkaana ldiskiind, ja valopistettd siirretdén reunaa
kohti, tulisi kuvassa nékyé edelleen sama 1diski siirtyneend.
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Laitetta, jirjestelmda tai systeemii joka on lineaarinen ja siirtoinvariantti kut-
sutaan lineaariseksi siirtoinvariantiksi laitteeksi, jarjestelméksi tai systeemiksi.
Mikai on tirkedd on se, ettd lineaarisen siirtoinvariantin systeemin vaste annettuun
syotteeseen saadaan méérdttyd konvoluution avulla. Ensin tdmi seikka todenne-
taan systeemeille, joiden syotteet ja vasteet ovat diskreettejd (lukuvektoreita tai
taulukkoja) ja sen jilkeen yleistetdén tilanne systeemeihin joiden syotteet ja vas-
teet ovat jatkuvia 1d- tai 2d-reaaliarvoisia funktioita.

1.2.1 Diskreetti konvoluutio

Tarkastellaan tilannetta ensin yksiulotteisessa tapauksessa ja oletetaan, ettd on an-
nettu lineaarinen siirtoinvariantti systeemi jonka syotteet ja vasteet ovat vektoreita.
Téssd oletetaan ettd syote- ja vastevektorit sisdltdavit (numeroituvasti) ddrettoméan
maiirin alkioita. Tédten voidaan toistaiseksi vélttdd pienet tarkennusta vaativat sei-
kat syotteiden ja vasteiden alku- ja loppukohdissa. Nidihin palataan my6hemmin.

Yksiulotteinen diskreetti konvoluutio

Oletetaan, ettd on annettu syotevektori f, joka on dédreton ja indeksoitu kokonais-
luvuilla (eli on olemassa -1:s alkio jne.) ja jonka i:nnettéd alkiota merkitddn f;:114,
i=...—2,—1,0,1,2.... Syotevektori f voidaan esittdd painotettuna summana
kantavektoreista. Sopivat kantavektorit ovat sellaisia, joiden yksi alkio on arvol-
taan 1 muiden ollessa arvoltaan 0. Merkitddn

e;j=...0,0,1,0,0...

joka on siis vektori jonka alkio i on 1 muiden alkioiden ollessa 0.

Midritellddn siirto-operaattori Shift( f,7), joka palauttaa vektorin jonka j:s al-
kio on vektorin f j—i:s alkio: Shift(f,7) ; = fj—;. Esimerkiksi vektorin Shift(eq, 1)
alkio numero 1 on 1, muut alkiot ovat nollia. Siirto-operaattorin avulla vektori f
voidaan esittdd kantavektorin eg avulla seuraavasti:

f =Y. i Shift(e,i). (1.5)

Merkitddn lineaarisen siirtoinvariantin systeemimme vastetta syotevektoriin f
merkinnilld R(f). Koska systeemi on siirtoinvariantti, tiytyy olla voimassa

R(Shift(f,k)) = Shift(R(f),k),
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ja lisdksi koska se on lineaarinen on voimassa

R(kf) =kR(F), R(f+g)=R(f)+R(g)

Niama seikat yhdessi tarkoittavat sitd, ettd
R(f)=R <Z fi Shift(eo,i)>

= Y R(/i Shift(eo, i))
i

=Y fiR(Shift(eo, i))
i

=Y /i Shift(R(eo), i).
i

(1.6)

Mutta timd tarkoittaa sitd, ettd voimme miéritd systeemin vasteen mihin tahan-
sa datavektoriin f, kunhan vain tunnemme sen vasteen vektoriin eg. Tdtd vastetta
R(ep) kutsutaan yleensi systeemin (yksikko)impulssivasteeksi. Yksikkoimpulssi-
vasteita mitataan monista laitteista. Nditd mm. kultakorvahifistit tutkailevat tar-
kasti vahvistintestiraporteista ja paittelevit laitteen sopivuutta oman laitteiston
osaksi.

Merkitddn nyt systeemin yksikkdimpulssivastetta g = R(ep). Nyt siis

R(f) =)_f: Shift(g,i) = g+ f. (1.7)

Tama mdédrittad yksiulotteisen diskreetin konvoluutio-operaation, jota merkitiddn
operaattorisymbolilla *. Jos tarkastellaan vasteen R(f) alkiota j, saadaan lauseke

R(f)j =Y 8j-ifi (1.8)

joka on analoginen kaavan (1.1) esittimén kaksiulotteisen konvoluutiolausekkeen
kanssa, ja itse asiassa selittdd sen alkuperidn. Lineaarisen siirtoinvariantin systee-
min vaste syoOtteeseen saadaan siis konvoluutio-operaatiolla syotteesti ja sys-
teemin yksikkoimpulssivasteesta.

Kaksiulotteinen diskreetti konvoluutio

Tissd tapauksessa sekd syote ettd vaste ovat ddrettomid kaksiulotteisia taulukoi-
ta, joiden rivejd ja sarakkeita indeksoidaan kokonaisluvuin. Merkitdén téllaisen
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taulukon F alkiota i, j F; j:11a. Kaksiulotteisessa diskreetissd tapauksessa yksik-
koimpulssi on &ddretdn taulukko E, jonka alkiot ovat kaikki nollia paitsi Eg o = 1.
Jos G = R(E) on systeemin R yksikk6impulssivaste, johtaa vastaava piéttely kuin
edelld yksiulotteisessa tapauksessa tulokseen, jonka mukaan systeemin vaste syot-
teeseen F on
R(F)ij=Y GiujvFuiy=GxxF. (1.9)
u,v

Merkinnilld *x tdsmennetddn kyseessd olevan kaksiulotteinen konvoluutio-ope-
raatio.

1.2.2 Jatkuva konvoluutio

Useat lineaariset siirtoinvariantit systeemit tuottavat jatkuvan vasteen jatkuvaan
syotteeseen. Esimerkkind vaikka kameran linssi joka kokoaa valoinformaation jo-
ka voidaan mallittaa kaksiulotteisen funktiona, ja tuottaa filmipinnalle siitd toisen
representaation joka edelleen voidaan mieltdid toisena kaksiulotteisena funktio-
na. Useat linssijdrjestelmét ovat likimédrin siirtoinvariantteja. Tillaisia systeeme-
ja tutkimalla saamme selville sen mitd informaatiota katoaa, kun jatkuvaa kak-
siulotteista funktiota (linssiston filmipinnalle tai ccd-kennolle kuvaamaa valoin-
formaatiota) approksimoidaan diskreetilld funktiolla (ccd-kennon niytteistamilld
vakioilla pikseliarvoilla).

Luonnollinen systeemin toiminnan kuvaus pohjautuu sen vasteeseen melko
outoon otukseen, n.k. d-funktioon, joka itse asiassa ei ole funktio perinteisessi
mielessi.

Yksiulotteinen jatkuva konvoluutio

Johdetaan jatkuva tapaus ldhtien liikkeelle aiemmin esitetystd diskreetistéd tapauk-
sesta. Otetaan ldhtokohdaksi diskreetti syote ja muodostetaan siitd paloittain vakio
ja joka pisteessd médritelty laatikoista koottu porrasfunktio. Sen jidlkeen pienen-
netiin ja pienennetédén laatikoiden leveyttd ja tutkitaan mité raja-arvona saadaan.

Systeemimme ottaa syotteekseen yksiulotteisen reaaliarvoisen funktion ja pa-
lauttaa vasteenaan toisen vastaavanlaisen funktion. Merkitéin jélleen R(f(x)):114
systeemin vastetta syotefunktioon f(x), ja korostamme vasteen olevan funktion
merkitsemélld sitd tarvittaessa R(f(x))(u):1la. Lineaarisuus tarkoittaa téitd notaa-
tiota kiytettdessd ominaisuutta

R(f(x) +8(x)) () = R(f(x)) () + R((x)) (),  R(kf(x))(u) = kR(f(x))(u),
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missd k on jokin reaalilukuvakio. Siirtoinvarianttiutta varten miéritelldén siirto-
operaattori Shift, joka kuvaa funktiot funktioiksi seuraavasti

Shlft(fv C) (u) = f(u - C)v

eli esimerkiksi Shift(f,1)(1) = f(0). Siirto-operaattorin avulla lausuttuna siir-
toinvarianttiusominaisuus tarkoittaa, ettid (funktioiden argumentit poistettu selkey-
den vuoksi)

R(Shift(f,c)) = Shift(R(f),c).
Maidritelladn laatikkofunktio box, seuraavasti
0 >¢€/2
bOXg(x) — I ||x|| — / )
L flxll <e/2,

Olkoon nyt jatkuva syotefunktio f(x). Konstruoidaan tasavilinen pisteistd x;, mis-
sd xj+1 —X; = €. Muodostetaan diskreetti vektori f, jolle f; = f(x;), ja joka edustaa
funktiota f(x).

Muodostetaan jatkuvalle funktiolle f(x) porrasfunktioapproksimaatio

f =Y fi Shift(boxe, x;), (1.10)

joka annetaan syotteeksi lineaariselle siirtoinvariantille systeemillemme, jonka
vaste on tilloin painotettu summa siirretyistd boxe-funktion vasteista:

R (Z fi Shift(boxe,x,-)> = Y R(f; Shift(boxe,x;))

=Y f;R(Shift(boxe, x;))

b (1.11)

X
e 88)7xi)

=Y /i Shift(R(

boxg
€

=Y /i Shift(R( ),X;)€

i
T#hin saakka on noudatettu diskreetin tapauksen menettelytapaa. Huomaa, etti
lopputulos muistuttaa porrasfunktion integraalia. Esitelldin nyt raja-arvona n.k.
d-funktio, jonka avulla hoidetaan termi box, /€:

8(x) — lim 20X

1.12
Jim — (1.12)
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Eris mielenkiintoinen 8-funktion ominaisuus on se, ettd kidytdnnon siirtoinvarian-
teilla systeemeilld on olemassa vaste d-funktiolle ja vasteella on kompakti kantaja
(eli vaste on nolla poislukien ddrellistd maédrad dérellisid vilejd). Hyvd mieliku-
vamalli d-funktiolle kaksiulotteisessa tapauksessa on ddrimmdisen kirkas dérim-
mdiisen pieni valopiste. Jos valopistettd pienennetddn samalla valon intensiteettid
nostaen energian sdilyessi vakiona odotamme kameramme kuvassa nikyvén pie-
nen, mutta dérellisen valoldiskén epifokuksessa olevan linssin takia. 8-funktio on
luonnollinen vastine diskreetille yksikkoimpulssille eq jatkuvassa tapauksessa.
Nyt lauseke
boxg
€

Z f; Shift(R(—=),x;)e

muuttuu integraaliksi raja-arvona, kun € — 0. Samalla porrasfunktioapproksimaa-
tiomme ldhestyy raja-arvonaan syétefunktiota f ja

R(f)(x) = / R(E)(x—x)f () dx = / 2= ¥ f(x) d¥, (1.13)

missd olemme esittdneet yksikkoimpulssivasteelle merkinndn g = R(9) ja jitti-
neet merkitsemittd integrointirajat. Integraali voi olla yli koko reaaliakselin tai
adrellisen vilin jos g:n ja h:n kantajat ovat kompakteja. Tdmé operaatio on ni-
meltdédn jatkuva konvoluutio, ja sen avulla saadaan lineaarisen ja siirtoinvariantin
systeemin vaste syodtteestd ja systeemin yksikkdimpulssivasteesta

R =g+f = [ sle—x)f(¥)a.

kiyttden jdlkeen *-merkintdd konvoluutio-operaattorille. Konvoluutio on symmet-
rinen eli

(g#)(x) = (h*g)(x)
ja assosiatiivinen tarkoittaen, ettd
(f* (gxh)) = ((f +8) *h).
Assosiatiivisuuden takia voimme 10ytdd yhden lineaarisen siirtoinvariantin systee-

min, joka toimii kuin kahden systeemin kooste. Tdmé on hyddyllinen ominaisuus
tutkittaessa néytteistysti.
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Kaksiulotteinen jatkuva konvoluutio
Kaksiulotteisessa tapauksessa "laatikkofunktio"médritellddn tulona boxe(x,y) =
boxe(x) boxe(y) ja d-funktio raja-arvona

. boxg(x,y
3(x) = lim PXEC0Y)

Vastaava (teknisempi) tarkastelu johtaa lopputulokseen

ROAw) = [ [ gle=d oy =3y = gly) s 4f(xy),  (114)

missi g(x,y) = R(8(x,y)) on systeemin R yksikkéimpulssivaste tai pisteen levitys-
funktio (engl. point spread funtion), joka nimi tulee kameran optiikan epéatiydel-
lisyyden aiheuttamasta etéisen pienen kirkkaan kohteen kuvautumisesta sumeaksi
laiskéksi. Tami on hyvi mielikuva yksikkdimpulssivasteen olemuksesta.

1.2.3 Reunailmiot diskreeteissia konvoluutioissa

Kiytdnnon tietokonelaskennassa ei voida kiyttdd ddrettomid datavektoreita tai
taulukoita. Tdmin takia tdytyy jotenkin huolehtia ddrellisen (kuva)datataulukon
kisittelystd taulukon reunojen 1dhistolld. Reunojen ldhistolld ja reunoilla konvo-
luution laskennassa tarvittaisiin arvoja, joita ei ole olemassa lainkaan. Tétd ongel-
maa voi ldhestyi usealla vaihtoehtoisella tavalla:

¢ Konvoluution tulosta ei lasketa lainkaan reunan lihistolla. Tama tarkoit-
taa sitd, ettd konvoluution tulos lasketaan vain niille tulostaulukon alkioille,
joiden laskennassa tarvittava kaikki ldhtodata on saatavilla. Tilld tavalla ei
sorruta keinotekoiseen peukalointiin, mutta haittana on se, ettid tulostaulu-
kon koko on pienempi kuin syétteen. Toistuva laskenta kutistaa lopputulok-
sen huomattavasti.

e Laajennetaan lihtodataa keinotekoisesti vakioarvoilla. Tissé tapaukses-
sa todellisen syotedatan vaikutus vdhenee merkittdvisti reunan ldhistolla.
Tami voi merkittdvisti vadristdd tulosta, erityisesti se voi vaikuttaa mer-
kittavasti tulosdatan derivaattaan. Etuna on tietenkin se, ettid tulostaulukon
koko siilyy syotetaulukon kokoisena.

e Laajennetaan lihtodataa muulla tavalla. Lihtodata voidaan esimerkiksi
mieltidd tuplaperiodiseksi. Jos ldhtodatataulukon koko on m x m, asetetaan
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laskennassa tarvittava sarake m + 1 vastaamaan saraketta 1 jne. Tdma tak-
titkkka puolestaan saattaa vaikuttaa merkittavisti tulosdatan toiseen derivaat-
taan reunan ldhettyvilla.

1.2.4 Oikeat kuvantamisjirjestelmit vs siirtoinvariantit line-
aariset systeemit

Kuvantamisjérjestelmét ovat vain likiméérin lineaarisia. Valokuvafilmi ei ole li-
neaarinen. Se ei ole herkkd erityisen heikolle valolle ja se saturoituu (ylivalottuu)
liian kirkkaassa valaistuksessa. Poislukien ndmi déripdit on lineaarinen malli kui-
tenkin yleensd kéyttokelpoinen. CCD-kamerat ovat lineaarisia normaalityosken-
telyalueella. Limpokohinan takia ne kuitenkin antavat hyvin pienen vasteen nol-
lasyotteelle (timén takia astronomit jddhdyttdvit kameroitaan) ja myds ne saturoi-
tuvat hyvin kirkkaalla sydtteelld. Useat ccd-kamerat sisédltidvit elektroniikkaa jolla
jaljitellddn perinteistd filmid, koska ihmiset ovat tottuneet perinteisiin valokuviin.
Siirtoinvarianssikin on vain approksimaatio todellisuudesta, koska linssist6illda on
taipumus vadristdd kuvaa etenkin ldhelld reuna-alueita.

1.3 Spatiaalinen taajuus ja Fourier-muunnos

Edelld kaytettiin trikkid, jossa signaali f(x,y) esitettiin painotettuna summana hy-
vin suuresta (tai ddarettomaistd) madrdstd hyvin pienid (tai ddrettdmén pienid) laa-
tikkofunktioita. Tdmai tapa korostaa ajatusta siiti, ettd signaali on vektoriavaruu-
den alkio, eli vektori. Laatikkofunktiot muodostavat erddn kannan tdhin vekto-
riavaruuteen ja painokertoimet muodostavat vektorin alkioittaisen esityksen tdssi
"laatikkokannassa". Tarvitsemme vield uuden tyokalun kisitelliksemme jiljelld
olevat kaksi avointa kysymysta:

e Vaikka onkin selvii, ettei kuvan diskreetti pikselirepresentaatio voi sisdltdd
jatkuvan kuvasignaalin kaikkea informaatiota, emme vield tiedd mikd osa
informaatiosta katoaa.

e On myo0s selvid, ettemme voi tiputtaa diskreetin pikselirepresentaation re-
soluutiota yksinkertaisella tavalla ottamalla mukaan vain joka k:nnen pikse-
lin (shakkilaudan kuvasta voisi tulla kokomusta tai kokovalkoinen). Kuinka
resoluutiota sitten turvallisesti ja minimivahingoin pudotetaan?
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Niami molemmat avoimet ongelmat liittyvit kuvasignaalissa esiintyviin no-
peisiin muutoksiin. Esimerkiksi resoluution pudottaminen alkeellisesti saattaa hu-
kata nopeita vaihteluita, koska ne tapahtuvat matalaresoluutioversioon valittujen
pikselien vélisessi osassa alkuperdisti dataa.

Koska voimme tulkita kuvasignaalimme vektoriavaruuden alkioina, voimme
myoskin tehdd vektoriavaruuteen kannanvaihdon, ja tutkia saman signaalin esi-
tystd uudessa kannassa. Sopiva uusi kanta koostuu jatkuvassa tapauksessa ddret-
tomistd madrdstd eri suuntiin etenevisti ja eri taajuisista sinitasoaalloista. Kun
signaali esitetdédn téllaisessa kannassa, on nopeasti muuttuva informaatio helppo
havaita, silld korkeataajuisia tasoaaltokantavektoreita vastaavat signaalivektorin
alkiot ovat tdlloin suuria. Vektoriesityksen alkioiden arvot ovatkin suoraan ver-
rannollisia vastaavan sinitasoaaltokantafunktion merkittivyyteen signaalin esitti-
jand.

1.3.1 Fourier-muunnos

Keskitytddn aluksi jatkuvaan Fourier-muunnokseen, koska sitd tarvitaan 1dhinnd
kisitteellisend apuneuvona tidssd vaiheessa. Haluttu kannanvaihto taajuusrepre-
sentaatioon tehdéin Fourier-muunnoksella. Midritelldén signaalin g(x,y) Fourier-
muunnokseksi tuplaintegraali

Flgwo ) = [ [~ gly)e ) dxay, (1.15)

Oletetaan, ettd integraali on hyvin médritelty, kuten se on sovelluksissamme (tar-
kempaa detaljitietoa matematiikan kursseilta). Fourier-muunnos kuvaa komplek-
siarvoisen funktion g(x,y) toiseksi kompleksiarvoiseksi funktioksi F(g(x,y))(«,v)
(kuvasignaalit g(x,y) ovat kompleksisia signaaleja, niiden imaginaariosa sattuu
vain olemaan 0).

Kiinnitetddn piste (u,v) ja tutkitaan muunnoksen arvoa tissi pisteessi. Ekspo-
nenttifunktiolauseke voidaan aukikirjoittaa muotoon

o 2muxtvy) _ (e (21 (ux+vy)) — isin (2(ux + vy)).

Seki reaalitermi ettd imaginaaritermi ovat xy-tason sinitasoaaltoja, joiden suunta
ja taajuus midrdytyy parametreista u ja v. Jos tutkitaan esimerkiksi reaalitermii,
havaitaan sen olevan vakio kunhan lausekkeen ux -+ vy arvo on vakio, eli pitkin xy-
tason suoria joiden suunnalle pétee tan® = v/u. Reaalitermin gradienttivektori on
kohtisuorassa tétd suoraa vastaan, ja reaalitermid vastaavan sinitasoaallon taajuus
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on v u?+v2. Tillaisia sinitasoaaltoja kutsutaan spatiaalisiksi taajuuskomponen-
teiksi.

Integraali (1.15) tulee tulkita sisdtulona. Jos u ja v kiinnitetddn, on integraa-
lin arvo x ja y-koordinaattien méaaraamaiin sinitasoaallon ja alkuperdisen signaalin
sisdtulo. Analogia on hyodyllinen, koska sisdtulothan mittaavat yhden vektorin
"madrdd"toisen vektorin suuntaan. Aivan samoin muunnoksen arvo tietyilld u ja
v voidaan tulkita mittaustuloksena siitd kuinka paljon annetun taajuista ja suun-
taista sinitasoaaltoa signaalimme sisiltdd. Signaalin Fourier-muunnos koostaa ti-
mén mittaustulosinformaation kaikilla mahdollisilla arvoilla « ja v, eli kaikkiin eri
suuntiin eteneville eritaajuisille sinitasoaalloille!

Fourier-muunnos on lineaarinen, eli:

F(g(x,y) +h(x,y)) = F(g(x,y)) + F(h(x.y)), F(kg(x,y)) =kF(g(x,y)),
jasilld on kddnteismuunnos, jolla alkuperdinen signaali voidaan palauttaa Fourier-

muunnoksestaan. Tami on vain toinen kannanvaihto vektoriavaruudessa ja se on
muotoa:

g(x,y) = / / F(g(x,y))(u,v) 2R Y) iy, (1.16)

Fourier-muunnokset tunnetaan suljetussa muodossa useassa hyodyllisessd ta-
pauksessa. Muutamia niistd on taulukoitu taulukkoon 1.1. Viimeinen taulukon
muunnospari tunnetaan myos konvoluutioteoreemana: konvoluutio paikkatasossa
on kertolasku taajuustasossa ja kertolasku paikkatasossa on konvoluutio taajuusta-
sossa! Tamai on tirkedd useassa tapauksessa. Esim diskreettid Fourier-muunnosta
soveltamalla voidaan n.k. FFT-algoritmin avulla laskea tehokkaasti konvoluutioita
erityisesti, jos maskin koko on suuri.

Funktio Fourier-muunnos
3(x,y) 1
&L (x,y) uF (f)(u,v)
e—n(x2+y2) e_n(u2+vz)
57 X7 O —iy—)) | Y o r o Su—iv—))
box| (x) box; (y) sin n(;W) sin n(:W)
(f *xg) (x,y) F(f)F(g)(u,v)

Taulukko 1.1: Erditd Fourier-muunnospareja
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Fourier muunnoksen arvo tietyssi pisteessd u, v riippuu koko muunnettavas-
ta funktiosta. Tdma on selvéd, koska integraali lasketaan yli muunnettavan funk-
tion koko méiirittelyjoukon. Téstd seuraa mm. se, ettd pienikin paikallinen muu-
tos muunnettavassa funktiossa (esim. diskreetissd tapauksessa yksittdisen pikse-
liarvon muuttaminen) muuttaa kaikkia Fourier-kertoimia. Tamén takia Fourier-
kertoimet ovatkin aika hankala datan representaatiokeino. On esimerkiksi hyvin
vaikeaa pditelld Fourier-kertoimista onko alkuperdisessd muunnettavassa kuva-
signaalissa joku tietty kuvio.

1.3.2 Esimerkki: silmilasien vilttimattomyys

Konvoluutioteoreeman ja toiseksi viimeisen taulukkorivin muunnosparin avulla
saamme idealisoidun matemaattisen todistuksen sille miksi silmélasit ovat vélt-
tamittomait taittovirheestd kérsiville! Taittovirheen takia kohde ei tarkennu téds-
milleen verkkokalvolle vaan se tarkentuu joko verkkokalvon eteen tai taakse.
Kummassakin tapauksessa yksittdinen piste projisoituu verkkokalvolle kiekok-
si, jota tdssd approksimoidaan laatikkofunktiona. Taittovirheinen silmé on siis
tdssd eittdmittd hieman keinotekoisessa esimerkisséd lineaarinen siirtoinvariant-
ti systeemi, jonka hypoteettinen yksikkdimpulssivaste on g(x,y) = R(8(x,y)) =
box (x)boxi(y). Systeemin vaste syotteeseen saatiin yksikkéimpulssivasteen ja
syotesignaalin f(x,y) konvoluutiona. Konvoluutioteoreeman mukaan vastaava tu-
los saadaan kertomalla syotteen Fourier-muunnos yksikkéimpulssivasteen Fourier-
muunnoksella ja ottamalla tuloksesta kdfinteismuunnos

sin (7tu) sin (1v)
T v

Fx,y)#xg(x,y) = F  (F(f(x,y))F(g(x,y)) =F '(F(f(x,)) ).

Koska funktio sin(x)/x saa arvon 0 kun x = ... — 2%, —7, 7, 27... kuvautuu osa
alkuperiisen signaalin Fourier-kertoimista nollaksi. Timé on peruuttamaton va-
hinko, silld alkuperdistd informaatiota ei voi enii timén jdlkeen palauttaa takaisin
(se vaatisi nollalla jakamisen, ja edes aivot eivit ole sithen miljoonien vuosien
evoluution aikana oppineet)!

1.4 Niytteistiminen ja aliasoituminen

Paneudutaan nyt kysymykseen siitd miké on jatkuvan ja diskreetin kuvasignaalin
ero. Erityisesti yritetdiin selvittdd mitd informaatiota hukkuu, kun kuva néytteis-
tetddn ja siitd muodostetaan diskreetti pikselitaulukko. Hyvi yksinkertainen esi-
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merkki on shakkiruudukon jatkuva kuvasignaali. Oletetaan ettid nelioméisen ruu-
dun koko on kaksi yksikkod suuntaansa. Jos naapurindytteiden etdisyys on yksi
yksikkd, voidaan néytteistysruudukko oikein asemoimalla taata, ettd jokaista val-
koista ja mustaa ruutua vastaa neljd nédytepikselid. Jos niytteet otetaan kahden
yksikon vilein, saadaan siltikin yksi ndyte per ruutu. Jos niytteitd otetaankin kol-
men yksikon vélein kdy vdistdmaittd siten, ettei kaikista ruuduista saada niytettd ja
neljdn yksikon vilein néytteistetty pikselikuva voi olla kokomusta tai kokovalkoi-
nen. Ongelma ndyttdisi liittyvdn ndytteiden lukuméarddn suhteessa ndytteistetti-
viin funktioon. Tdmé voidaan formalisoida melko tarkasti ja tistd voidaan johtaa
melko kattava malli.

1.4.1 Naytteistiminen

Niytteistdmisella tarkoitetaan jatkuvan signaalifunktion arvojen kerddmisti dis-
kreetin hilan hilapisteissi.

Yksiulotteisessa tapauksessa signaalifunktio on kuvaus reaaliluvuilta reaali-
luvuille, ja ndytteistdminen tarkoittaa diskreetin arvojoukon poimintaa téllaises-
ta kuvauksesta diskreetissd madrittelyjoukon pisteistossd. Térkein erikoistapaus
on keritd nédytteet tasaviliseltd pisteistoltd, joten voimme olettaa ettd ndytteet ke-
ritddn reaalilukuakselin kokonaislukupisteissd. Tadma tarkoittaa sité, ettd kdytos-
sdmme on operaatio Sample 4, jonka sy6te on funktio f(x) ja joka palauttaa ko-
konaisluvuilla indeksoitavan reaalilukuvektorin f:

f=Sampley(f(x)), fi=f>G), i=...—2,—1,0,1,2... (1.17)

Kaksiulotteinen tapaus on hyvin samankaltainen kuin yksiulotteinen. Vaikka
niytteistys voisikin perustua epédsididnnolliseen hilaan (kuten silmin verkkokalvol-
la), jatkamme silld oletuksella, ettd ndytteet kerdtdédn tason kokonaislukukoordi-
naattipisteissd. Tama on myo6s hyvid malli useimmille digitaalisille kameroille. Lo-
pulliset ndytteistetyt kuvat ovat suorakulmaisia dérellisen kokoisia kaksiulotteisia
taulukoita, silld kuva-alue on tédllainen ja sen ulkopuolella niytteitd ei oteta (ndy-
tearvot asetetaan nolliksi). Kaksiulotteinen niytteistys voidaan esittii operaation
Sampleyg avulla. Tamin syote on funktio F'(x,y) reaalilukutasolta reaalilukuakse-
lille ja se palauttaa kaksiulotteisen taulukon F; ; jonka sekd rivejd ettd sarakkeita
indeksoidaan kokonaisluvuilla:

F = Sampleyq(F (x,y)), F;j=f@,j), i,j=...—2,-1,0,1,2... (1.18)
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Niytteistetyn signaalin integroituva malli

Tarvitsemme jatkoanalyysia varten integrotuvan mallin niytteistetysti signaalista.
Titd tarvitaan erityisesti Fourier-muunnosta varten, jossa mallimme ja kompleksi-
sen eksponenttifunktion lausekkeen tulo tiytyy pystyd integroimaan. Signaalin in-
tegraalin tulisi selviéstikin yhtyé sen nédytearvotaulukon alkioiden summaan. Em-
me siis voi mallittaa niytteistettyd signaalia funktiona, jonka arvo on nolla, paitsi
kokonaislukukoordinaattipisteissé joissa sen arvo olisi ndytearvo, koska téllaisen
funktion integraali olisi O.

Aiemmin esitetylld 8-funktiolla on tirked ominaisuus, jota voidaan hyodyntdi
integroituvan mallin muodostuksessa:

/o:o ad(x) f(x)dx =alim

e—-0/ - €&

=alim i boxe

£—0.

eli 8-funktion ja jatkuvan funktion f tulon intergaalin arvo on f(0).

Téstd saamme soveliaan mallin: asetamme jokaiseen niytteistyspisteeseen o-
funktion, jonka arvoa painotamme pisteeseen liittyvilld ndytearvolla. Tamé saa-
daan aikaan kertomalla néytteistetty signaali joukolla d-funktiota, joita on yksi per
niytepiste. Ndin ollen voimme uudelleen mééritelld nédytteistysoperaattorin yksiu-
lotteisessa tapauksessa:

* boxe

f(x)dx

(ie) Shift(boxe,ie)e  (1-19)

Sampleiq(f Z (i) Shift(8(x Z 3(x—i) (1.20)

j=—o0 [=—co0

Summalauseketta ;- . 8(x —i) kutsutaan (ilmeisestd syystid) kampafunktiok-
si (engl. comb function). Sen kaksiulotteinen vastine on n.s. “naulasdankyfunktio”
(engl. bed-of-nails function) jonka avulla kaksiulotteinen niytteistiminen voidaan
muotoilla seuraavasti:

Samplesq(F Z Z F(i,j)0(x—i,y— )

j=—o0 J——oo

=F(x,y) Z ZS x—i,y—Jj).

j=—o0 ]_700

(1.21)

Molemmilla néytteistysoperaattoreilla on nyt haluttu ominaisuus: ne palautta-
vat integroitavan “otuksen”, jonka integraalin arvo on nidytearvojen summa.
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1.4.2 Aliasoituminen

Niytteistyksessd informaatiota katoaa. Ndytdmme miten liian hitaasti/harvasti niyt-
teistimalld saatu ndytearvojoukko tulkitsee alkuperdisti jatkuvaa signaalia vdirin:
Alkuperiisen signaalin korkeataajuiset spatiaaliset taajuuskomponentit ilmenevét
matalataajuisina spatiaalisina taajuuskomponentteina niytteistetyssi signaalissa.
Tédmai 1lmid tunnetaan nimelld aliasoituminen.

Niytteistetyn signaalin Fourier-muunnos

Aiemmin johdimme niytteistetylle signaalille mallin, joka saadaan kertomalla al-
kuperiinen jatkuva signaali naulasidnkyfunktiolla. Konvoluutioteoreeman mukaan
tdmén tulon Fourier-muunnos on nédiden kahden funktion Fourier-muunnosten
konvoluutio. Taulukon 1.1 mukaan naulasidnkyfunktion Fourier-muunnos on toi-
nen, taajuustason naulasidnkyfunktio. Funktion konvoluutio naulasidnkyfunktion
kanssa muodostaa summan naulasinkyfunktion d-piikkeihein siirretyistd funk-
tion kopioista. Tdssd tapauksessa konvoluutio lasketaan siis alkuperdisen signaa-
lin Fourier-muunnoksen kanssa ja efekti on se, ettd tuloksena saadaan siirrettyji
Fourier-muunnoksia jotka summataan yhteen:

F(Samp1e2d<F<x,y>>>:F(F<x,y>i y 6<x—i,y—j>)

[=—o00 j=—00
= F(u,v) *xF Z Z d(x—1i,y—j)
i= oo j=—co (1.22)

[} [}

:F(u,v)**.z Z d(u—i,v—j)

lzfoojzfoo

:.i i Fu—i,v—j),

[=—00 j=—o00

missé funktion F(x,y) Fourier-muunnosta on merkitty F (u,v):114.

Jos signaalin siirrettyjen Fourier-muunnosten kantajat eivit leikkaa toisiaan
voidaan alkuperdinen signaali palauttaa tidydellisesti takaisin leikkaamalla yksi
Fourier-muunnoskopio talteen ja muuntamalla se takaisin kdidnteismuunnoksella.

Kuitenkin usein kdy niin, ettéd siirrettyjen Fourier-muunnosten kantajat leik-
kaavat toinen toisiaan. Tillaisessa tapauksessa emme pysty palauttamaan alkupe-
rdistd signaalia tdydellisend takaisin. Tdmaé johtuu siitd, ettd kantajien leikkausa-
lueella on summautunut yhteen saman Fourier-muunnetun signaalin matala- ja
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korkeataajuiset kertoimet. Jos tunnetaan vain summan arvo, ei tistd tiedosta pysty
yksikdsitteisesti piittelemddn summautuneita termejd. Tama ilmi6 tapahtuu aina
kun niytteenottotaajuus on alle kaksi kertaa signaalin sisidltimi korkein taajuus-
komponentti. Tdma tulos tunnetaan kirjallisuudessa Nyquistin teoreemana.

1.4.3 Silottaminen ja uudelleenniytteistiminen

Nyquistin teoreema tarkoittaa, ettd on vaarallista pudottaa kuvan resoluutiota yk-
sinkertaisesti ottamalla matalaresoluutiorepresentaation vain joka k:s pikseli. En-
nen sitéd 1dhtokuva tulee alipdicistosuodattaa siten, ettd sen ne spatiaaliset taajuus-
komponentit, jotka taajuudeltaan ylittivédt uuden ndytteenottotaajuuden, poistu-
vat. Tamin voisi tehdi tarkasti kuvasignaalin Fourier-muunnoksen avulla nollaa-
malla kaikki Fourier-kertoimet F'(u,v), jotka liittyvit liian korkeisiin taajuuksiin
Vu? +v? > F,,; jamuuntamalla signaali kiiéinteiselld Fourier-muunnoksella takai-
sin paikkatasoon. Yhtépitidvéasti, muunnos olisi "mahdollista"tehdd suoraan paik-
katasossa sellaisella konvoluutioytimelld G(x,y) jonka painokertoimet ovat muo-
toa (sinxsiny)/(xy). Menetelmi ei kuitenkaan ole kdytannéllinen, koska kyseisen
painokerroinfunktion kantaja on déreton.

Térkein tapaus on se, ettd haluamme puolittaa sekd kuvan vaaka- etti pysty-
resoluution. Oletamme, ettd alkuperdinen kuva ei ole aliasoitunut (jos se olisi, ei
mitéddn olisi tehtidvissd — kun kuva on alunperin niytteistetty on mahdollinen alia-
soituminen jo tapahtunut). Niytteistetyn kuvan Fourier-muunnos koostuu nyt ta-
son kokonaislukukoordinaattipisteisiin keskittyneistd Fourier-muunnoskopioista.

Resoluution puolittaminen tarkoittaa sitd, ettd Fourier-muunnoskopiot keskit-
tyvit tason pisteisiin, joiden koordinaatit ovat puolen yksikon monikertoja (tai
vaihtoehtoisesti muunnokset efektiivisesti levittyvit kaksi kertaa laajemmalle alal-
le, koska puolta harvemmalla ndytteenottotaajuudella aiempi korkein taajuus néyt-
taytyy efektiivisesti kaksi kertaa korkeampana). Tdma tarkoittaa myos sitd, ettd
vilttydksemme aliasoitumiselta tdytyy signaali ensin alipddstosuodattaa siten, et-
td suodatuksen jilkeen signaalin korkein taajuus on enintddn puolet aiemmasta
korkeimmasta taajuudesta. Liiallista kaistan kavennusta tulee kuitenkin véalttii,
jottemme turhan paljon kdyhdytéd informaatiosisaltod.

Koska Gaussin ydin vaimenee nopeasti, ja Gaussin ytimen Fourier-muunnos
on toinen, taajuustason Gaussin ydin (katso taulukko 1.1), voi sitd kdyttdd kdytan-
non approksimaationa ideaaliselle alipidistosuotimelle. Ytimen koon miirddvin
keskihajonnan ¢ valinta on sovelluskohtaista. Jos ¢ on suuri, tdytyy maskinkin
olla suuri, ja vaikka aliasoituminen onkin tilloin véhiistd (koska ytimen alkiot
ovat taajuusrajan jilkeen hyvin pienid) katoaa informaatiota sen takia, ettei ydin
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ole tasainen siilytettdvin taajuusrajan alapuolella. Vastaavasti valitsemalla pie-
ni ¢ sdilyy informaation taajuusrajan alapuolella melko koskemattomana, mutta
aliasoituminen voi olla runsaampaa. Valitsemalla aluksi 6 = 1 saa usein kelvon
alkuarvauksen kokeelliseen keskihajonnan valintaan.

1.5 Kuvapyramidit ja skaalat

Kuva niyttdi erilaiselta eri skaaloissa tarkasteltuna ja monissa tapauksissa on hyo-
dyllisté esittdd kuva esimerkiksi kokoelmana eriresoluutioisista esityksistdicin. Tal-
16in puhutaan kuvapyramideista (nimitys joka tulee visuaalisen analogian kautta).

1.5.1 Gaussin kuvapyramidi

Kuvapyramidi on kokoelma saman kuvan representaatioita eri resoluutioilla, eli
n.k. moniskaalarepresentaatio. Tyypillisesti tietyn pyramidin tason kuvarepresen-
taation pysty- ja vaakaresoluutio on puolet edeltdvén tason resoluutioista. Jos eri
tasot mielletdéin pinotun péillekkdin, muodostuu pyramidi. Gaussin kuvapyrami-
dissa jokaisen tason representaatio silotetaan symmetriselli Gaussin ytimelld ja
uudelleenniytteistetddn seuraavan tason representaatioksi. Pyramidin muodosta-
minen on suoraviivaisinta, jos kuvan dimensiot ovat kakkosen potensseja tai nii-
den monikertoja. Matalaresoluutioisin esitys on tietenkin ankarimmin silotettu
versio, ja yleisesti pyramidin tasoja kutsutaan harvan skaalan (engl. coarse scale)
versioiksi alkuperdisestd kuvasta.

Kuvapyramidin muodostamisen esittdmisen yksinkertaistamiseksi tehdéén en-
sin se oletus, ettd alkuperdinen kuva on nelio ja kuva vaaka- ja pystydimensio on
2%, missi k on kokonaisluku. Miiritelldzn operaattori St joka puolittaa vaaka- ja
pystyresoluution. Tasmillisemmin j, k:s pikseli matalaresoluutiokuvassa St (1) on
alkuperdisen kuvan I pikseli 2 j, 2k. Lisdksi Gaussin pyramidin Pgy (1) tasolle n
kiytetddn merkintdd Pgayss(1)n-

Gaussin pyramidin tasot méadritellddn ldhtien liikkeelle alkuperdisestd kuvasta
I seuraavasti:

PGauss(I)l - 17 PGauss(I)n-H - SL(GG * *PGauss(I)n) (123)

Gaussin pyramidin sovelluksia

Gaussin pyramidin avulla voidaan kuvasta hakea eri tarkkuustason rakenteita te-
hokkaasti. Jos tavoitteena on esimerkiksi 10ytdd seepran raidat, on yksi mahdolli-
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suus soveltaa erilaisia suotimia kuvan tdysresoluutioversion. Tdlloin ongelmaksi
tulee hyvin helposti suotimien vaste kaikenlaiseen epérelevanttiin kuvainformaa-
tioon, kuten raidan yksittiisten karvojen suuntavaihteluihin tms. Téllaisten efek-
tien mallittaminen suotimen painokertoimia siditiméilld johtaa vaikeuksiin: suo-
dinmaskien tdytyy olla suuria, jolloin suotimen soveltaminen hidastuu. Lisédksi
sopivien kertoimien hakeminen tulee hyvin haastavaksi ja laskennallisesti kalliik-
si.

Kiytidnnollisempi ratkaisu onkin soveltaa pienempimaskisia suotimia vihem-
min detaljeja sisdltiviin matalaresoluutioisempaan versioon kuvasta. Gaussin
pyramidi tarjoaa valmiiksi kokoelman tillaisia versioita ja mahdollistaa eri tark-
kuustason rakenteiden tehokkaan haun.

Toinen tirked sovellus on spatiaalinen haku. Tyypillinen tilanne on sellainen,
ettd olemme paikallistaneet kiinnostavan pisteen yhdesti kuvasta ja tavoitteena on
10ytdd vastinpiste toisesta kuvasta. Toinen kuva on esimerkiksi kuvattu toisesta
suunnasta (stereondko) tai vastinpiste on litkkunut joko kameran tai kuvattavan
kappaleen liikuttua (liikeanalyysi).

Vastinpisteen haku alkuperdisestd kuvaparista on epitehokasta, koska pahim-
massa tapauksessa kaikkia vastinpistepareja tulee verrata keskenddn samankal-
taisuuden maksimoimiseksi. Nykyinen melko universaali ratkaisu on hakea en-
sin vastaavuuksia ankarasti silotetuista matalaresoluutioversioista ja sitten tarken-
taa hakua sithen osaan kuvasta, josta paras matalaresoluutiovastaavuus 10ytyi. Ta-
mi tehostaa hakua merkittavisti. Jos alkuperdinen kuvaresoluutio on 1024 x 1024
pikselid, vastaa harvimman esitystason 4 x 4 resoluution yksi pikseli 256 x 256
pikselin neljannestd koko kuvassa.

1.5.2 Laplacen kuvapyramidi

Gaussin kuvapyramidi tallettaa redundanttia informaatiota, koska jokainen taso
on alipddstosuodatettu versio edeltidvéastd tasosta. Talloinhdn matalataajuinen in-
formaatio tulee talletettua useaan kertaan. Gaussin kuvapyramidin taso on samalla
ennuste sitd edeltdvdstd suuriresoluutioisemmasta tasosta. Timé ennuste el tieten-
kéddn ole eksakti, mutta se samalla tarkoittaa sitd ettei ole valttiméatonti tallettaa
kaikkea informaatiota korkeamman resoluution tasolla. Laplacen kuvapyramidin
ideana onkin tallettaa ennusteen virhe. Laplacen pyramidia voi vield tdydentidd
orientaatioinformaatiolla.

Laplacen pyramidin muodostamiseksi tarvitsemme resoluution nosto-operaat-
torin (engl. upsampling operator). Selvistikdin emme pysty luomaan kuvaan uut-
ta informaatiota tyhjdstd, mutta voimme helposti suurentaa resoluutiota monista-
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malla pikseliarvoja. Médritellddn seuraavaksi tillainen resoluution nosto-operaat-
tori ST, joka ottaa syotteekseen pyramidin tason n + 1 representaation ja tuottaa
siitd korkearesoluutioisemman tason n esityksen. Tarkemmin sanottuna korkeare-
soluutioisen kuvan S'(7) neljin pikselin (2j — 1,2k — 1), (2j —1,2k), (2j,2k—1)
ja (2j,2k) arvoksi asetetaan kuvan I pikselin j,k arvo.

Laplacen kuvapyramidi muodostetaan valitsemalla sen matalaresoluutioisim-
maksi tasoksi Gaussin kuvapyramidin matalaresoluutioisin taso. Jokainen kor-
kearesoluutioinen taso Laplacen pyramidissa saadaan erotuksena vastaavan tason
Gaussin pyramidin representaatiosta ja ennusteesta joka saadaan seuraavaksi ma-
talamman resoluution Gaussin pyramidin tasosta resoluution nosto-operaattorilla.
Aukikirjoitettuna tima tarkoittaa:

PLaplace (])n = PGauss (I)na
PLaplace (I)k = PGauss (I)k - ST (PGauss (I)k+1) (124)
- PGauss(I)k - ST (SL(GG * *PGauss(I)k))7

misdd n on matalimman resoluution taso.

Esitystavan nimi (Laplacen pyramidi) on vdhidn harhaanjohtava, koska deri-
vaattaoperaattoreita ei konstruktiossa tarvita. Nimitys perustuu sille seikalle, ettd
pyramidin jokainen taso vastaa likipitden Gaussisten suodinten erotuksena saata-
vaa suodinta joka puolestaan on approksimaatio Gaussin suotimen toisena deri-
vaattana (Laplace-operaattorilla) saatavasta suotimesta.

Laplacen kuvapyramidin jokainen taso voidaan mieltdd kuvan kaistapdisto-
suodatettuna versiona, eli kuvan representaationa tietyn taajuusvélin spatiaalisten
taajuuskomponenttien avulla. Tama johtuu siitd, ettd tietylld resoluutiolla esitetys-
td kuvainformaatiosta vihennetidin matalamman resoluution version antama en-
nuste, joka vastaa matalataajuisia spatiaalisia taajuuskomponentteja. Tdméa puo-
lestaan antaa olettaa, ettd tietyt kuvan spatiaaliset taajuuskomponentit ilmenevét
voimakkaina vasteina tietylld pyramidin tasolla ja heikkoina vasteina muilla ta-
soilla.

Laplacen kuvapyramidilla on vield yksi tirked ominaisuus: Alkuperdisen ku-
van palauttaminen Laplacen pyramidistaan on helppoa. Tami tehdddn palautta-
malla siitd Gaussin pyramidi, jonka suuriresoluutioisin taso on alkuperdinen ku-
va. Gaussin pyramidin palauttaminen on hetkessi hoideltu: Lahdetdén liikkeelle
matalimman resoluution tasosta, joka on samalla Gaussin pyramidin matalimman
resoluution taso. Tdmén resoluutio nostetaan seuraavaa tasoa vastaavaksi ja lisd-
tdadn sithen seuraavan tason Laplacen pyramidin representaatio jne:
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WOVk_imagen = PLaplace (I)n = PGauss (I)m
Work_imagey, = PLaplace (I)k + ST(Work_imagekH), k=n—1,...,1, (1.25)
I = Work_image .



